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1 
Аннотация. Актуальность и цель. Примеси различных химических элементов неиз-
бежно возникают в процессе изготовления полупроводниковых наноструктур либо 
вводятся целенаправленно для изменения их транспортных и оптических свойств. 
При этом большинство примесей могут иметь в связанном состоянии не один, а два  
и более электронов. В этом случае важную роль начинают играть межэлектронные 
корреляции, благодаря которым возможна одна из фундаментальных реакций – про-
цесс двойной фотоионизации примесного атома. Целью данной работы является рас-
чет вариационным методом первого потенциала ионизации двухэлектронного при-
месного центра в полупроводниковой квантовой яме, а также теоретическое исследо-
вание влияния корреляций на спектры двойной фотоионизации двухэлектронных 
примесных центров в многоямной квантовой структуре. Материалы и методы. Рас-
чет энергии связи и первого потенциала ионизации двухэлектронного атома осу-
ществлялся вариационным методом, где в качестве эмпирического параметра брался 
второй потенциал ионизации. Выражение для коэффициента примесного поглощения 
света получено в дипольном приближении с учетом дисперсии ширины квантовых 
ям. Результаты. Проведено обобщение метода потенциала нулевого радиуса на слу-
чай двухэлектронных примесей с эффективным зарядом ядра, равным нулю, в полу-
проводниковых квантовых ямах. В рамках полуэмпирической модели вариационным 
методом получено аналитическое выражение для первого потенциала ионизации 
двухэлектронного примесного центра. В дипольном приближении рассчитан коэф-
фициент примесного поглощения света при фотоионизации двухэлектронной приме-
си в многоямной квантовой структуре одним фотоном. Выводы. Показано, что из-за 
пространственного ограничения в квантовой яме в одном направлении имеет место 
усиление электронных корреляций, что приводит к большим пороговым значениям 
второго потенциала ионизации, чем в квантовых точках и, как следствие, к более 
жестким условиям существования двухэлектронных примесных состояний. Также 
показано, что уменьшение влияния квантового размерного эффекта и рост электрон-
ной корреляции в многоямных квантовых структурах, по сравнению с квазинульмер-
ными структурами, приводит к трансформации кривой поглощения, что выражается 
в увеличении провала между пиками двугорбого профиля спектральной кривой. 
Ключевые слова: квантовая яма, двухэлектронные примесные центры, межэлек-
тронная корреляция, потенциал ионизации, двойная фотоионизация, коэффициент 
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Abstract. Background. Impurities of various chemical elements inevitably arise in the pro-
cess of manufacturing semiconductor nanostructures, or are introduced purposefully to 
change their transport and optical properties. Moreover, most of impurities can have not 
one, but two or more electrons in a bound state. In this case, electronic correlations begin to 
play an important role, due to which one of the fundamental reactions is possible - the pro-
cess of double photoionization of an impurity atom. The purpose of this research is to cal-
culate the first ionization potential of a two-electron impurity center in a semiconductor 
quantum well using the variational method, as well as a theoretical study of  the effect of 
electronic correlations on double photoionization spectra of two-electron impurity centers 
in multi-well quantum structures. Materials and methods. The binding energy and the first 
ionization potential of a two-electron atom were calculated by the variational method, 
where the second ionization potential was taken as an empirical parameter. The expression 
for the coefficient of impurity absorption of light was obtained in the dipole approximation 
taking into account the dispersion of the width of the quantum wells. Results. The method 
of the zero-radius potential is generalized to the case of two-electron impurities with an ef-
fective nuclear charge equal to zero in semiconductor quantum wells. Within the frame-
work of a semiempirical model, an analytical expression for the first ionization potential of 
a two-electron impurity center is obtained by the variational method. In the dipole approx-
imation, the coefficient of impurity absorption of light is calculated for the photoionization 
of a two-electron impurity in a multi-well quantum structure with one photon. Conclusions. 
It is shown that, due to spatial confinement in a quantum well in one direction, there is an 
increase in electron correlations, which leads to higher threshold values of the second ioni-
zation potential than in quantum dots and, as a consequence, to more stringent conditions 
for the existence of two-electron impurity states. It was also shown that a decrease in the in-
fluence of the quantum size effect and an increase in the electron correlation in multi-well 
quantum structures as compared to quasi-zero-dimensional structures lead to a transfor-
mation of the absorption curve, which is expressed in an increase in the gap between the 
peaks of the two-humped profile of the spectral curve. 
Keywords: quantum well, two-electron impurity centers, electron-electron correlation, ion-
ization potential, double photoionization, absorption coefficient 
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Введение 
Двухэлектронные атомы и ионы в последнее время традиционно явля-

ются одним из основных объектов теоретических и экспериментальных ис-
следований в физике твердого тела. Как известно [1], пока речь идет об одно-
кратно возбужденных состояниях такой системы, достаточно хорошим ис-
ходным приближением является приближение эффективного центрального 
поля. Ситуация радикально меняется при переходе к дважды возбужденным 
состояниям, которые, в отличие от дискретных однократно возбужденных 
состояний, лежат по энергии выше порога ионизации атома и поэтому неста-
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бильны относительно автоионизации. Именно здесь, по сравнению с одно-
электронной системой, приоритетными становятся проблемы учета межэлек-
тронных корреляций, которые оказываются определяющими при различных 
двухэлектронных процессах (автоионизация, двойная ионизация атомов,  
рассеяние заряженных частиц на водородоподобном атоме и т.д.) [2–10].  
К настоящему времени создан ряд приближенных аналитических методов 
расчета состояний двухэлектронных атомов: разложение Фока для волновой 
функции связанного состояния двухэлектронного атома, алгебраические ме-
тоды теории групп и т.п. [11]. Однако до сих пор является актуальной задача 
исследования двухэлектронного атома, основанная на решении уравнения 
Шредингера, дающая решение в аналитическом виде и учитывающая коллек-
тивные переменные обоих электронов, что позволяет установить иерархию  
в межэлектронных корреляциях. 

В последнее время изучение энергетической структуры двухэлектрон-
ных систем распространяется на низкоразмерные системы, включая полупро-
водниковые квантовые ямы (КЯ) и квантовые точки (КТ) [12]. Это связано  
с тем, что вследствие размерного ограничения в таких системах легче происхо-
дит образование одно- и двухэлектронных примесных центров (ДПЦ). В по-
следнем случае в запрещенной зоне образуются два энергетических уровня, 
разделенных на величину корреляционной энергии 2 1U E E= − , где 1E  и 2E  – 
первый и второй потенциалы ионизации примесного центра. Отдельный инте-
рес представляет процесс двойной фотоионизации ДПЦ в КЯ одним фотоном, 
который представляет собой испускание двух электронов вследствие поглоще-
ния атомом фотона и является одной из фундаментальных реакций в атомной 
физике с участием нескольких частиц. Фундаментальная роль данной реак-
ции заключается в возможности теоретического изучения с ее помощью 
электронных корреляций. Учет электронных корреляций в конечном состоя-
нии становится необходимым, когда энергия фотона не велика, поскольку  
в этом случае малая скорость фотоэлектрона не позволяет пренебречь его 
взаимодействием со вторым электроном. Электронные корреляции, сопро-
вождающие фотоионизацию, существенным образом сказываются на спек-
трах фотоэлектронов [13], поэтому их необходимо принимать во внимание 
при изучении атомной структуры на основе анализа этих спектров.  

Целью работы является расчет вариационным методом первого по-
тенциала ионизации двухэлектронного примесного центра в полупроводни-
ковой КЯ, а также теоретическое исследование влияния электронных корре-
ляций на спектры двойной фотоионизации двухэлектронных примесных цен-
тров в многоямной квантовой структуре.  

1. Вариационный расчет первого потенциала ионизации  
двухэлектронной примеси в полупроводниковой квантовой яме  

в рамках модели потенциала нулевого радиуса 
Воспользуемся полуэмпирической моделью двухэлектронных примес-

ных центров, развитой в работах [14, 15]. В качестве эмпирического парамет-
ра примем энергию двукратно ионизованной примеси, т.е. второй потенциал 
ионизации 2E . Таким образом, задача заключается в расчете первого потен-
циала ионизации 1E . Величину 1E  можно найти вариационным методом  
с волновыми функциями, взятыми в виде произведения одноэлектронных 
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волновых функций ( ), ;i i dz zΨ ρ  с вариационным параметром η , который 
связан с варьируемой энергией одноэлектронного состояния. Все расчеты бу-
дем проводить в цилиндрической системе координат , ,ϕ ρ z , где ось z ориен-
тирована в направлении оси роста КЯ. В качестве единиц длины и энергии 
выберем соответственно 2 * 2

da m e= ε  – эффективный боровский радиус,  

и 2 * 22d dE m a=   – эффективную боровскую энергию. Двухэлектронная 
волновая функция удовлетворяет уравнению Шредингера 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,z z z z E z zρ ρ Ψ ρ ρ = Ψ ρ ρH ,  (1) 

где  

( ) ( ) ( ) 2 * 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , dz z z z m aρ ρ = ρ + ρ + ρ − ρH H H   , 

( )iρ =H ( )( )2 * 22 d i im a V z= − Δ + , d dz d a= ,  

( )
*
0 , ,

0, ,
i d

i
i d

V z zV z
z z

 ≤= 
>

, *
0 0 dV V E= *

i i dz z a= , 

здесь ir , iz  – координаты электронов при 1,2i = ; *m  – эффективная масса 
электрона. 

Как известно [14], простейший вид двухэлектронной волновой функ-
ции ( )1 2 1 2, , , ; dz z zΨ ρ ρ , приводящей к удовлетворительному приближению  
в задачах о двухэлектронных центрах, представляет собой произведение од-
ноэлектронных волновых функций 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, , , , ,z z z zΨ ρ ρ = Ψ ρ Ψ ρ .  (2) 

Используя результаты работы [16], где в рамках модели «жестких 
стенок» было получено выражение для волновой функции локализованного 
электрона на D–-центре в КЯ, для одноэлектронной волновой функции 

( ),i izΨ ρ  имеем 

( )

( ) ( )

( ) ( )

*2 2 * *2 2 * * * *
0

*2 2 *2 2
0

*

*2 2 * *2 2 * * * *
0

*2 2 *2 2
0

*

sh sh 1

sh

при ,
,

sh 1 sh

sh

при ,

i d i

i d
i i

i d i

i d

k z k z k J k dk

k k

z zCz
k z k z k J k dk

k k

z z

∞

∞

    − η − η − ρ       
  − η − η   


≤Ψ ρ = − π     − η − − η ρ       

  − η − η  
 

 >





 (3) 

здесь  
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( ) ( ) ( )( ) ( )({ 1 2 2 2 2 22 sh exp 1 shd dС z z− − − − − −= − π η + η η −η − η +
 

( ) ( )( )) }2 2exp sh 1d dz z− − −η η − 
 – 

множитель нормировки; *
dk ka= , k  – волновое число. 

С учетом (3) пробная двухэлектронная волновая функция запишется  
в виде 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, ; , , ,z z z zΨ ρ ρ = Ψ ρ Ψ ρ .  (4) 

Энергия ДПЦ определяется минимумом среднего значения 
гамильтониана ( )*

0 ,Rε η : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

*
0 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

2
1 1 2 2

, , ; , , , ; ,

, ; ,d

R z z z z

E z z

ε η Ψ ρ ρ ρ ρ Ψ ρ ρ
=

Ψ ρ ρ

H
.  (5) 

Матричные элементы в (5) запишутся в следующем виде: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 1 2 2, ; , , , ; ,z z z zΨ ρ ρ ρ ρ Ψ ρ ρ =H  

2 2

2 2 2 1 1 1
0 0 0 0

d d d d
∞ π ∞ π

= − ρ ρ ϕ ρ ρ ϕ ×     

 ( ) ( )
* *

*
1 2 1 1 2 2 1 2 0 1 1 2 2

1 20 0

2, ; , 2 , ; ,
z zL L
dz dz z z V z z

 
× Ψ ρ ρ Δ + Δ + − Ψ ρ ρ  − 
  ρ ρ

.  (6) 

Расчет матричного элемента (6) приводит к интегралу следующего вида: 
*

*2 2 * *2 2 * *

0

sh sh
zL

i i ik z k z dz   ′ − η − η =   
     

*2 2 *2 2 * *2 2 *ch shz zk k L k L    ′ ′= − η − η − η −       
 

 ( ) 1*2 2 *2 2 * *2 2 * *2 *2ch shz zk k L k L k k
−   ′ ′− − η − η − η × −      

.  (7) 

Тогда выражение (5) с учетом (7) можно представить в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( )(
*
0 2 2 2 2 2 2 2

,
sh exp 1 shd d d

d

R
a z z

E
− − − − − −

ε η
= π η + η η −η − η +
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( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 12 2 * * *2 2 *2 2

0 0

exp sh 1d dz z dk dk k k
∞ ∞ − −− −  ′ ′+ −η η − − η − η ×    

( )1 *2 2 1 *2 2 *2 2sh sh sh 1 dk k k z− −      ′× − η − η − η − ×     
     

 

( )*2 2 *2 2sh 1 ch 1d zk z k L    ′× − η − − η − ×        
 

*2 2 *2 2 *2 2sh sh chd dk z k z k     ′× − η − η − η −          
 

( )*2 2 *2 2ch ch 1 zk k L    − − η − − η − ×        
 

 ( )*2 2 *2 2ch ch 1 zk k L     ′ ′× − η − − η −         
.  (8) 

Осуществив предельный переход ( 0d → ) для ( )*
0 , dR Eε η , получим 

( )
( )( )

* 40
22 2

,

1 sh 2d

R

E −

ε η η= ×
π + η

 

 ( ) ( )
*2 2 *2 2

* *
*2 2 *2 2

0 0

ch 1 ch 1z zk L k L
dk dk

k k

∞ ∞
      ′− η − − η −            ′×

′− η − η  . (9) 

Минимизация по параметру η  приводит к трансцендентному уравне-
нию для нахождения экстремального значения η : 

 
( )*

0 ,
0

R∂ε η
=

∂η
.  (10) 

Явное выражение для (10) имеет следующий вид: 

( )
( )( )

2 *2 2 *2 2

*2 2 *2 2
0 0

8ch 2 ch 1 ch 1z zL k L k

k k

−∞ ∞
   ′η − η


     − − η −     +

 ′− η −


η


     

( )
( )( )

4 *2 2 *2 2 2

2*2 2 *2 2

2 ch 1 ch 1 1 sh 2z zL k L k

k k

−       ′η − η − − η − + η            + +
′− η − η
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( )( )
( ) ( )

4 *2 2 *2 2 2

2*2 2 *2 2

2 ch 1 sh 1 1 sh 2z zL k L k

k k

−   η − η − − η − + η      + +

 


′


 

− η − η
 

( )( )
( )( )

2 *2 2 *2 2 2

2 *2 2 *2

2 ch 1 ch 1 1 sh 2z zL k L k

k k

−     ′η − η − − η − + η          + −
′η − η −

 

( )( )
( ) ( )

4 *2 2 2 *2 2

3
*2 2 *2 22

ch 1 1 sh 2 shz z zL L k L k

k k

−  ′η − η − + η − η    − −

 

′


 

− η − η

 

( )( )4 *2 2 2 *2 2
* *

*2 2 *2 2 3/2

ch 1 1 sh 2 sh
0

( )( )

z z zL L k L k
dk dk

k k

−     η − η − + η − η          ′− =
′ − η − η



. (11) 

Учитывая, что минимальное значение функционала ( )*
0 , dR Eε η , до-

стигаемое при экстремальном значении параметра η = η , представляет собой 
сумму 

 
( )*

0 1 2
,

d d d

R E E
E E E

ε η
= − −


,  (12) 

можно найти первый потенциал как функцию второго, взятого из экспери-
мента: 

 
( )*

01 2
,

d d d

RE E
E E E

ε η
= − −


.  (13) 

На рис. 1 представлена связь между первым и вторым потенциалами 
ионизации ДПЦ с нулевым зарядом ядра (Z = 0) в полупроводниковой КЯ  
в единицах эффективной боровской энергии dE , полученная из (13) с учетом 
(9) путем численных расчетов (кривые 1, 2, 3), а также, для сравнения, в по-
лупроводниковой квантовой точке (кривые 4, 5, 6), взятая из работы [15]. 
Можно видеть, что переход КТ КЯ→  сопровождается ростом порогового 
значения второго потенциала ионизации 2 / dE E , начиная с которого стано-
вится возможным образование двухэлектронного примесного состояния. Это 
связано с усилением электронных корреляций в КЯ из-за пространственного 
ограничения только в одном направлении. В результате условия существова-
ния двухэлектронных примесных состояний в КЯ оказываются более жест-
кими в сравнении с КТ, где имеет место ограничение по трем пространствен-
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ным направлениям и кулоновское взаимодействие может быть «подавлено» 
размерным квантованием. 

 

 
Рис. 1. Связь между первым и вторым потенциалами ионизации  

двухэлектронного примесного центра в полупроводниковых КЯ (кривые 1, 2, 3)  
и в КТ (пунктирные кривые 4, 5, 6) для разных значений ширины КЯ Lz:  

1 – 0,5; 2 – 1; 3 – 3, и разных значений радиуса КТ: 4 – 0,5; 5 – 1; 6 – 3 

2. Коэффициент поглощения света  
при фотоионизации двухэлектронных примесных  

центров в многоямной квантовой структуре 
Рассмотрим процесс фотоионизации ДПЦ в полупроводниковой КЯ  

с прямоугольным потенциальным профилем. Будем предполагать, что ДПЦ 
располагается в точке с координатами (0,0,0)R =


 и находится в основном 

состоянии с волновой функцией [16]: 

( ) ( ) 22 4 2 2
1 2 1 2, , , 2 shz z − − − − Ψ ρ ρ = π η + η ×  

 

( ) ( )
( )( )

*2 2 * *2 2 * * * * * * *
1 2 0 1 0 2 * *

*2 2 *2 2
0 0

sh shk z k z k k J k J k
dk dk

k k

∞ ∞    ′ ′ ′− η − η ρ ρ   
    ′×

′− η − η
  . (14) 

Волновая функция конечного состояния будет определяться произве-
дением одноэлектронных волновых функций электронов в КЯ: 

 ( )1 1 2 2 , 1 1 , 2 2, , , ( , ) ( , )n k n kz z z zΦ ρ ρ = Ψ ρ Ψ ρ ,  (15) 
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где 

 ( ) ( ), ( , ) expn k i i i i n iz ik zΨ ρ = ρ Φ
  ,  (16) 

здесь i = 1, 2; ( ) ( )2 sinn i z i zz L nz LΦ = π  – ортонормированные волновые 
функции электрона в потенциальной яме с бесконечно высокими стенками;  
n – номер энергетической подзоны. 

Энергия невозмущенных примесями одноэлектронных состояний в КЯ 
будет иметь вид 

 
2 2 2 2

2
, * 2 *2 2

n k
z

kE n
m L m

π= +  .  (17) 

Эффективный гамильтониан взаимодействия с полем световой волны  
с единичным вектором поляризации λe  и волновым вектором q  определяет-
ся выражением 

 ( )( )
1/22 *

int 0 0*2
2 expi I i

m
λ

 π α= − λ ∇  εω 
rH qr e ,  (18) 

где λ0 – коэффициент локального поля, учитывающий различие амплитуд ло-
кального и среднего макроскопического полей; 0I  – интенсивность света;  
ω – частота поглощаемого света; ε – статическая диэлектрическая проницае-
мость материала КЯ; *α  – постоянная тонкой структуры с учетом диэлектри-
ческой проницаемости. 

Матричный элемент, определяющий величину силы осциллятора ди-
польных оптических переходов электронов из основного состояния двухэлек-
тронного примесного центра (14) в состояния ( )1 1 2 2, , ,z zΦ ρ ρ  КЯ (16), запи-
шется следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 , 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2
2 , , , , , , ,k nM i I E E z z z z

∗

λ
πα = λ − Φ ρ ρ Ψ ρ ρ +ω

e r  

 ( ) ( ) ( ) ( ), 2 1 1 2 2 2 1 2 1 2, , , , , , ,k nE E z z z zλ + − Φ ρ ρ Ψ ρ ρ e r .  (19) 

С учетом явного вида волновых функций начального (14) и конечного 
(16) состояний матричный элемент (19) примет вид 

( ) ( )( )
* *22 20

0 4 * *2 2 *2 2
0 0

2 sh
2

d

z

i E k kM I
L k k

∞ ∞∗
− − ′λπα  = η + η ×  ω π ′− η − η

   

2 22
2 *2 * * * *1
1 1 1 2 1 1 2 2*2

0 0 0 0dz

En k d d d d
EL

π π ∞ ∞  π× + − ϕ ϕ ρ ρ ρ ρ ×    
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( )
* *

* *
* * * * * * * 1 1 2 2
1 2 1 1 1 2 2 * *

0 0

exp sin sin
z zL L

z z

n z n zdz dz z ik ik
L L

   π π× − ρ − ρ ×      
   

   

( ) ( )*2 2 * *2 2 * * * * *
1 2 0 1 0 2sh shk z k z J k J k   ′ ′× − η − η ρ ρ +   

   
 

2 22
2 *2 * * * *2
2 2 1 2 1 1 2 2*2

0 0 0 0dz

En k d d d d
EL

π π ∞ ∞ π+ + − ϕ ϕ ρ ρ ρ ρ ×  
 

     

( )
* *

* *
* * * * * * * 1 1 2 2
1 2 2 1 1 2 2 * *

0 0

exp sin sin
z zL L

z z

n z n zdz dz z ik ik
L L

   π π× − ρ − ρ ×      
   

   

 ( ) ( )*2 2 * *2 2 * * * * * * *
1 2 0 1 0 2sh sh    ′ ′ ′× − η − η ρ ρ        

k z k z J k J k dk dk .  (20) 

Интегралы в (20) после вычисления имеют вид 
* 2* 2 2

* *2 2 * * *2 2
* *2

0

sin sh
zL

i i i
i i i

z z

n z nz k z dz k
L L

   π π − η = + − η ×           
  

( )*2 2 *2 2 * *2 2
* *2 ch 2 cosi i

z i
z z

n nk k L k n
L L

 π π × − − η + − η − η π +   
 

( ) ( )
2 2 2 2

* *2 2 *2 2
*2 *2sin cosi i

z i i i
z z

n nL k n n k n
L L

    π π + + − η π − π + − η π +           
 

 ( )
2 2

*2 2 * *2 2
*2 sin shi

i z
z

nk n L k
L

 π  + − η − π − η         
  (21) 

и 
* 2* 2 2

*2 2 * * *2 2
* *2

0

sin sh
zL

i i i
i i

z z

n z nk z dz k
L L

   π π − η = + − η ×           
  

( ) ( )*2 2 * *2 2 * *2 2
*ch sin sh cosi

z i z i
z

nk L k n L k n
L

 π   × − η − η π − − η π    
     

. (22) 

Интегралы по переменным *
iρ  имеют вид 

 ( ) ( )
( )

*
* * * * * *

0 3/2*2 *20

exp i
i i i i i

i

kik J k d
k k

∞
ρ − ρ ρ ρ = −

−
 .  (23) 
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Тогда для матричного элемента (20) будем иметь 

( ) 22 2 2
0

0 7 *
2

sh
d d

z

a EIM
L

− −∗  η + ηα   = λ × × ×
ω

π

 

( )

*2 2 * *2 2
2

2 *2 1 1
1 1 1*2 2 *2 20 0 *2 21

*2

ch 2 cos2
dz z

z

k L kE nn k n
EL Ln k

L

∞ ∞

 
   − η − η     ππ  × + − × π +        π + − η     

 
 

( ) ( )
2 2

* *2 2 *2 2 * *2 21 1
1* *

2sin 2 shz z
z z

n nL k n k L k
L L

 π π  + + − η π − − η − − η ×         
 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

*2 2 *2 21 1
1 1 1*2 *22 cos2 sin 2

z z

n nn k n k n
L L

    π π  × π + − η π + − η − π +             

( )

*2 2 * *2 2
2

2 *2 2 2
2 2 2*2 2 *2 2

*2 22
*2

cos 2 cos 2
z

dz z

z

k L kE nn k n
EL Ln k

L


  ′ ′− η − η    ππ  + + − × π +        π ′+ − η    

 

( ) ( )
2 2

* *2 2 *2 2 * *2 22 2
2* *

2sin 2 shz z
z z

n nL k n k L k
L L

 π π  ′ ′ ′+ + − η π − − η − − η ×         
 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

*2 2 *2 22 2
2 2 2*2 *22 cos2 sin 2

z z

n nn k n k n
L L

    π π ′ ′ × π + − η π + − η − π ×            
 

 

( )( )( ) ( )
* * * *

* *1 2
3 3*2 2 *2 2 *2 *2 *2 *2

1 2

k k k k dk dk
k k k k k k

′
′×

′− η − η − −
,  (24) 

или, учитывая, что для целых in  выполняются равенства ( )sin 2 0inπ =  и 

( )cos 2 1inπ = , получим  

( ) 22 2 2
0

0 7 *
2

sh
d d

z

a EIM
L

− −∗  η + ηα   = λ × × ×
ω

π
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( )

*2 2 * *2 2
2

2 *2 *2 21 1 1
1 1*2 2 * *2 20 0 *2 21

*2

2 2

dz z z

z

k ch L kE n nn k k
EL L Ln k

L

∞ ∞
   − η − η    π ππ  × + − − − η −        π + − η      

   

( )
2 2

* *2 2 *2 21
1 *2sh 2z

z

nL k n k
L

  π   − − η × π + − η +         
 

( )

*2 2 * *2 2
2

2 *2 *2 22 2 2
2 2*2 2 * *2 2

*2 22
*2

cos 2 2z

dz z z

z

k L kE n nn k k
EL L Ln k

L

  ′ ′− η − η    π ππ   ′+ + − − − η −        π ′+ − η     

 

( )
2 2

* *2 2 *2 22
2 *2sh 2z

z

nL k n k
L

  π   ′ ′ − − η × π + − η ×         
 

 

( )( )( ) ( )
* * * *

* *1 2
3 3*2 2 *2 2 *2 *2 *2 *2

1 2

k k k k dk dk
k k k k k k

′
′×

′− η − η − −
.  (25) 

С учетом (14)–(19) выражение для квадрата модуля матричного эле-
мента (25) можно записать в виде 

( ) 42 2 4
2 2

0 0 7 *

sh
d d

z

a EM I
L

− −∗  η + ηα   = λ × × ×
ω π

 

( )

*2 2 * *2 2
2

* * 2 *2 1 1
1 1*2 2 *2 20 0 *2 21

*2

ch 2z

dz z

z

k L kE ndk dk n k
EL Ln k

L

∞ ∞
   − η − η    ππ  ′ × + − × −        π + − η      

   

( )
2 2

*2 2 * *2 2 *2 21 1
1* *2

2 2 sh z
z z

n nk n L k k
L L

 π π  − − η − π − η + − η +      
 

( )

*2 2 * *2 2
2

2 *2 2 2
2 2*2 2 *2 2

*2 22
*2

ch 2z

dz z

z

k L kE nn k
EL Ln k

L


  ′ ′− η − η   ππ  + + − × −       π ′+ − η    
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( )
2 2

*2 2 * *2 2 *2 22 2
2* *2

2 2 sh z
z z

n nk n L k k
L L

 π π   − − η − π − η + − η ×       
 

 

( )( )( ) ( )

2

* * * *
1 2

3 3*2 2 *2 2 *2 *2 *2 *2
1 2

k k k k

k k k k k k

′
×

′− η − η − −
.  (26) 

Сечение фотоионизации ДПЦ в КЯ определяется выражением 

 ( ) ( )2
1 2 , 1 2

0 0 0

2
n k

n
dk dk M E E E

I

∞ ∞πσ ω = δ + + − ω  


,  (27) 

где ( )xδ  – дельта-функция Дирака. 
Учитывая (26) и выполняя в (27) интегрирование, сечение двойной фо-

тоионизации можно записать в виде 

( )
( )1 2

1 2

42 22 4
0 0

7 *
1 1

shN N
d

d zn n

I aX
X E L

− −∗

= =

 η + ηλ α   σ = × ×
π

    

( )

*2 2 * *2 2
2* * 1

2 *2 20 0 *2 21
*2

ch 2z

d z

z

k L kE ndk dk X
E Ln k

L

∞ ∞
   − η − η    π ′ × − × −     π + − η      

   

( )
2 2

*2 2 * *2 2 *2 21 1
1* *2

2 2 sh z
z z

n nk n L k k
L L

 π π  − − η − π − η + − η +      
 

( )

*2 2 * *2 2
1 *2 22 2

2 * *2 2
*2 22

*2

ch 2 2
  ′ ′− η − η   π π  ′+ − × − − η − 
   π ′+ − η     

z

d z z

z

k L kE n nX k
E L Ln k

L

 

( ) ( )( )
2 2 * *

* *2 2 *2 22
2 *2 *2 2 *2 2

2 sh z
z

n k kn L k k
L k k

  ′π  ′ ′ − π − η + − η ×       ′  − η − η
 

 
( )( )

( ) ( )

2
2 2 *2 2 2 *2

1 1 2 2

3 3*2 2 2 *2 *2 2 2 *2
1 1 2 2

z d z d

z d z d

X n L E E X n L E E

k X n L E E k X n L E E

+ π + + π +
×

′− − π − − − π −
, (28) 
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где 1N  и 2N  являются целыми частями решения уравнения вида 
*

i z i dN L X E E = −  , i = 1, 2. 

Выполним расчет коэффициента примесного поглощения света ( )K ω  
для многоямной квантовой структуры (МКС) с учетом дисперсии ширины 
КЯ. Будем предполагать, что в каждой КЯ структуры находится по одному 
ДПЦ в точке ( )0,0,0aR =


, а дисперсия ширины КЯ z zu L L=  ( zL  – среднее 

значение ширины КЯ) описывается распределением гауссова вида P(u): 

 ( ) ( )
( )21 exp 1 , если 0,5 1,5,

0,5
0, если 0,5 или 1,5;

u u
P u

u u

  − − ≤ ≤   π Φ= 
 < >

  (29) 

где ( )xΦ  – интеграл ошибок. 
Коэффициент двойной фотоионизации света можно получить из (25) 

путем усреднения по всем возможным значениям u с весовой функцией P(u): 

 ( ) ( ) ( )
1.5

0.5

1 ,
c

K du P u u
L S

ω = σ ω ,  (30) 

где cL  – средний период структуры с КЯ; S – площадь сечения структуры 
плоскостью, перпендикулярной ее оси роста. 

С учетом (28) соотношение (30) примет вид 

( ) ( ) ( )1 2

1 2

42 21,52 4
0

7 *
1 10,5

shN N
d

c zn n

P uaK
XL S L u

− −∗

= =

 η + ηλ α   ω = × ×
π

 
  

 ( ) ( ) 2* *, , , , , , , , , ,i j z j i zF X n E L u F X n E L u du× η + η ,  (31) 

где введены обозначения 

( )*, , , , ,i j zF X n E L u η =  

( )

* *2 2

* 22 20 0 *2 2
*2 2

ch12 1
zj

i
d z i

z

L u kE
n X

E L u n k
L u

∞ ∞

  
   − η    

    = π − − −
    π    + − η      

   

( )
2 2

* *2 2 *2 2 * *
*2 2sh i

z
z

nL u k k k k
L u

 π  ′− − η + − η ×      
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( )( )

( )

2 2 *2 2 2 *2 * *
1 1 2 2

2 22 2
*2 2 *2 *2

*2 2 *2 2

z d z d

jjii

d dz z

X n L E E X n L E E dk dk

EnEnk k X k X
E EL u L u

′+ π + + π +
×

   ππ  ′ ′− η − − − − − −     

,  (32) 

здесь i, j = 1, 2. 
На рис. 2,a представлены спектры двойной фотоионизации, получен-

ные путем численного анализа формулы (31), для МКС и для сравнения при-
ведены также спектры двойной фотоионизации в случае квазинульмерной 
структуры (КС) (рис. 2,б) [15]. Характерной особенностью спектральных за-
висимостей коэффициента двойной фотоионизации света в МКС (рис. 2,а) яв-
ляется двугорбый, обусловленный электронными корреляциями профиль,  
в котором правый пик с уменьшением поперечного размера структуры *

zL  

исчезает. Это обусловлено тем, что с уменьшением *
zL  возрастает энергия 

размерного квантования, в результате чего электронная корреляция подавля-
ется. Как можно видеть из сравнения кривых 1 на рис. 2,б и рис. 2,a, переход  
МКС → КС сопровождается трансформацией полосы поглощения, проявля-
ющейся в увеличенном провале и большем расстоянии между пиками на 
«двугорбом» профиле спектральных кривых. Это связано с уменьшением 
влияния квантового размерного эффекта на двухэлектронное примесное со-
стояние в МКС и с ростом межэлектронной корреляционной энергии 

2 1U E E= − , которая определяет расстояние между максимумами спектраль-
ной кривой.  

Заключение 
В рамках модели потенциала нулевого радиуса проведен вариационный 

расчет первого потенциала ионизации двухэлектронной примеси с эффектив-
ным зарядом ядра, равным нулю, в полупроводниковой КЯ, описываемой 
моделью «жесткой стенки». Показано, что с уменьшением ширины КЯ 
уменьшается пороговое значение второго потенциала ионизации, при кото-
ром возможно существование двухэлектронного примесного состояния. Это 
обусловлено подавлением электронных корреляций, связанным с ростом 
энергии размерного квантования. При сравнении со случаем двухэлектронно-
го примесного центра в КТ выявлено, что условия существования таких при-
месных состояний в КЯ оказываются менее благоприятными из-за размерно-
го ограничения только в одном пространственном направлении. В дипольном 
приближении получена аналитическая формула для коэффициента примесно-
го поглощения при двойной фотоионизации двухэлектронных примесных 
центров в многоямной квантовой структуре с учетом дисперсии ширины КЯ, 
описываемой функцией гауссова вида. Исследована спектральная зависи-
мость коэффициента примесного поглощения света, а также его зависимость 
от средней ширины КЯ. Показано, что для спектров двойной фотоионизации 
характерен «двугорбый» профиль, в котором с уменьшением средней шири-
ны КЯ правый пик исчезает, что связано с подавлением электронных корре-
ляций. Проведено сравнение со случаем двойной фотоионизации в полупро-
водниковой квазинульмерной структуре. 
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а) 

 
б) 

Рис. 2. Спектральная зависимость коэффициента поглощения света  
при двойной фотоионизации двухэлектронных примесных центров:  
а – многоямная квантовая структура для различных значений zL :  

1 – 3; 2 – 1; 3 – 0,5; б – квазинульмерная структура для различных значений  
среднего радиуса КТ *

0R : 1 – 3; 2 – 1; 3 – 0,5, при 2 0,04E =  эВ 
 
Показано, что переход МКС → КС  связан с трансформацией спек-

тральной кривой, что выражается в увеличении провала между пиками «дву-
горбого» профиля и ростом расстояния между максимумами поглощения. 
Это обусловлено уменьшением влияния квантового размерного эффекта и 
усилением электронных корреляций в многоямной квантовой структуре.  
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